CHAPITRE V

Langage de la théorie des ensembles

THEORIE DES ENSEMBLES 1
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I Généralités
A Quantificateurs

Dans ce cours, nous allons utiliser des quantificateurs. Leur role en mathématiques est d’énoncer et de formaliser
des propriétés.

e Le quantificateur universel ¥V permet d’énoncer une propriété commune a tous les objets, il se lit “pour
tout”. Par exemple, pour exprimer le fait que le carré d’un nombre est toujours positif, on écrit :

(Vz €R) 2* >0

e Le quantificateur existentiel 3 permet d’affirmer l'existence d’un objet, il se lit “il existe”. Ainsi, pour
exprimer le fait qu'un nombre positif a est le carré d’un réel, on pourra écrire :

JaeR)a?=a

Remarquer que la phrase énoncée ne dit pas comment trouver un tel «, elle ne dit pas non plus combien
de tels « existent (il peut y en avoir un, plusieurs, une infinité, tous les réels peuvent convenir, ou bien
cela peut-il dépendre de a...).

On prendra bien garde & ne pas utiliser ces quantificateurs dans des phrases en francais : ce ne sont pas des

abréviations!.

La partie de la logique qui combine le calcul des propositions aux quantificateurs s’appelle la logique du premier
ordre. Une proposition contenant un ou plusieurs paramétres s’appelle un prédicat. Nous aurons 'occasion d’en
reparler, ces notions sont importantes en informatique lorsqu’on veut vérifier ou garantir le bon fonctionnement
d’un programme.

B Notion d’ensemble

Un ensemble est une collection d’objets possédant des propriétés communes. On peut par exemple parler
de ’ensemble de tous les nombres entiers naturels, ou bien de ’ensemble des participants & une compétition
sportive.

Un ensemble peut étre déterminé par la liste de ses éléments, écrits entre des accolades et séparés par des
virgules (ou des points-virgules lorsqu’il peut y avoir ambiguité) :

E={x1,x9,...,2,}
Par exemple :

e {0,1,2,3,4,5} est ensemble des entiers compris entre 0 et 5, ensemble qui peut étre considéré aussi
comme ’ensemble des restes possibles lors d’une division euclidienne par 6 ;

o {#d QO O, clubsuit} est ensemble des couleurs d’un jeu de cartes.

On peut aussi définir un ensemble par une propriété caractéristique de ses éléments, sous la forme :
E={z/p(z)}

ou p est un prédicat & une variable. Il faut alors bien comprendre qu’on définit cet ensemble comme un sous-
ensemble d’un ensemble déja défini (autrement dit, les  mentionnés dans la définition ne viennent pas de nulle
part !). Par exemple :

e lintervalle ]4; +00[ est 'ensemble des réels x strictement plus grands que 4 ; on peut écrire cette définition
sous la forme :

J4;+o0[={x € R / x> 4}

qui se lit : ]4; +o0o[ est ensemble des x réels qui sont strictement plus grand que 4 ;

IPar contre, rien n’interdit de les utiliser dans la prise de note !
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e ’ensemble des entiers pairs, qu’on peut noter 27, est défini par :

27 ={xcZ/ 3kecZ)r=2k}

qui se lit : 2Z est I’ensemble des entiers relatifs x tels qu’il existe un entier relatif k tel que x = 2k ; plus
simplement : c’est ’ensemble des doubles des entiers relatifs.

IT Sous-ensembles

A Parties d’un ensemble

On dit qu’un ensemble A est une partie (ou un sous-ensemble) d’un ensemble E si tous les éléments de A sont
aussi des éléments de E. On note alors : A C E, ce qui se lit : “A est inclus dans E”. Ainsi :

ACE < (Vz)zr € A= z€cFE
En particulier, pour tout ensemble E' :

e ECE,car(Vx) re E=2z2z€FE

e O C FE, car (Vx)x € g = x € F (en effet, dans ce dernier cas, x € & est faux pour tout élément z, et
on sait que A = B est vrai lorsque A est faux).

L’ensemble de toutes les parties d’un ensemble est noté & (E).

Par exemple, si E = {a,b, c}, alors
7 (E) = {2, {a}, {0}, {c},{a, b}, {a, c}, {b, ¢}, E}
Deux ensembles sont égaux si ils ont les mémes éléments. Cela se traduit par la double inclusion :
(E=F) << (ECF)AN(FCE))
Attention enfin & ne pas confondre :

e cet C,
o et {z},

e Fet Z(E).

B Opérations usuelles
1 Complémentaire

Si A est une partie de E, on appelle complémentaire de A dans E I'ensemble de tous les éléments de £ qui ne
sont pas dans A. On le note A, ou CgA. Ainsi :

ChkA={zecE/x¢A}

Par exemple, Cp@ = E, et CpE = @.

2 Union, intersection
Etant données deux parties A et B d’un ensemble E, on définit deux nouveaux ensembles :

e la réunion (ou l'union) de A et B, noté AU B ; c’est 'ensemble des éléments de E' qui appartiennent a
au moins ['une des deux parties A ou B :

AuB={z€eE /x € AVze€ B}

(on se souviendra que ce “ou” (V) n’est pas exclusif) ;
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e lintersection de A et B, noté AN B ; c’est 'ensemble des éléments de E qui appartiennent auz deux
parties A et B :

ANB={zx€FE/xe€ ANz € B}

On dit que deux parties A et B sont disjointes si leur intersection est vide (AN B = &), autrement dit si A et
B n’ont aucun élément commun.

Voici quelques propriétés de ces constructions. Pour toutes parties A, B et C' d’un ensemble E :

o Commutativité :

ANB=BNA e¢ AUB=BUA

Double distributivité :

AU(BNC)=(AUB)N(AUC) e AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC)

e Eléments neutres :

Aug@=A et ANE=A

e Complément :

AUEEA:E et AﬂEEAZQ

C Lien avec la logique

On peut constater l'existence de liens étroits entre le langage de la logique et le langage de la théorie des
ensembles. On pourra souvent, pour simplifier un raisonnement, transposer dans I’'un ou ’autre monde a ’aide
du dictionnaire suivant :

— |=| /|VIA|YV
= | c [Cgluln|E

SR

Ces liens permettent de démontrer trés simplement les propriétés énoncées précédemment.

IIT Cardinal d’un ensemble fini

Si E est un ensemble fini, on appelle cardinal de E, et on note card (E), le nombre d’éléments de E.
Par exemple, le cardinal de I’ensemble {a,b,¢,d, e, f} est 6, le cardinal de ensemble vide est 0.

11 existe des ensembles qui n’ont pas de cardinal : ce sont les ensembles qui ne sont pas finis (au sens ou ils
n’ont pas un nombre fini d’éléments). Par exemple, N et R ne sont pas des ensembles finis.

Remarquons au passage que si un ensemble est fini, tous ses sous-ensembles ont finis, de cardinal inférieur au
cardinal de I’ensemble.

Une relation permet de calculer le cardinal d’une réunion de parties d’un ensemble : le principe d’inclusion-
exclusion. Sa version & deux parties s’écrit et se démontre simplement :

card (AU B) = card (A) + card (B) — card (AN B)

En effet, si 'on compte les éléments de A puis les éléments de B, on compte deux fois les éléments de leur
intersection.

Dans le cas particulier ot A et B sont disjoints (AN B = @), on a plus simplement card (AU B) = card (4) +
card (B).
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IV  Produit cartésien

A partir de deux ensembles E; et E,, on peut en construire un troisiéme dont les éléments sont les couples
(z1,22), avec 1 € Eq et 9 € F3. On nomme ce nouvel ensemble produit cartésien de F; et Es, et on le
note Ey X Esy. Ainsi :

Fi x By = {($1,$2) / z1 € B et xg € Eg}

Si Fq et E5 sont des ensembles finis, alors F; x Fs I'est aussi, et
card (E1 X E) = card (Ey) x card (Es)

Par exemple, si 'on lance une piéce de monnaie, puis un dé, les issues possibles de cette expérience peuvent
étre notées sous forme de couples (z,y), avec x € {P,F} et y € {1,2,3,4,5,6}. Le couple (P,3) représentent
I'issue “obtenir pile avec la piéce, et 3 avec le dé”.

Comme il y a deux issues possibles pour le lancer de la piéce, et six pour le lancer du dé, le nombre d’issues
possibles pour cette expérience est 2 x 6 = 12.

Si les ensembles F; et Fo sont égaux & un méme ensemble E, on notera E? plutot que E x E.

Enfin, si 'on dispose de plus de deux ensembles E,..., E,, on peut considérer leur produit cartésien : c’est
lensemble des n-uplets (z1,...,z,), avec x; € E; pour tout i. Siles n ensembles sont tous égaux a F, on notera
ce produit cartésien E™.

Cette construction est intensivement utilisée pour comprendre le mode de fonctionnement des bases de données.
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