Devoir surveillé n°7 :

Exercice 1 : calculs d’intégrales

T dz T dz
I = / 5 et J= / 1
o cos’zw o costx

1) (a) Quelle est la dérivée de la fonction tangente ?
(b) Calculer I.

On considére les intégrales :

sinx

2) (a) Soit la fonction f : [0; ﬂ =Rz cos3

Démontrer que f est dérivable sur [0; %] et que, pour tout x appartenant a cet intervalle :

)= —— -2

" coslz  costz
(b) Déduire du calcul précédent une relation entre I et J, puis calculer J.

Exercice 2 : complexes et géométrie

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormal (O; uw, ¥) (unité graphique : 4cm).
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Soit. A le point d’affixe z4 = 7 et B le point d’affixe zp = e~
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1) Soit r la rotation de centre O et d’angle ?ﬂ On appelle C I'image de B par 7.

a) Déterminer une écriture complexe de r.

(a)
(b)
()
(d) Placer les points A, B et C.

Montrer que laffixe de C' est zo = e7'6.

Ecrire zp et z¢ sous forme algébrique.

2) Soit D le barycentre des points A, B et C affectés respectivement des coefficients 2, —1 et 2.
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(a) Montrer que l'affixe de D est zp = g + 52 Placer le point D.

(b) Montrer que A, B, C' et D sont sur un méme cercle.
3) Soit h 'homothétie de centre A et de rapport 2. On appelle E I'image de D par h.

(a) Déterminer une écriture complexe de h.
(b) Montrer que l'affixe de E est zg = v/3. Placer le point E.

2p — %
4) (a) Calculer le rapport P~ "C On écrira le résultat sous forme exponentielle.

ZE — 2C
(b) En déduire la nature du triangle CDE.



Exercice 3 : une expression numérique de e’

On s’intéresse dans cet exercice & une suite de nombres rationnels qui converge vers e?.

On définit, pour tout entier naturel n > 1, 'intégrale :

’1
]n:/ — (2—x)"e"dx
o n!

1) Calculer I.
2) Etablir que pour tout entier naturel n > 1,0 < [, < — (62 — 1).

3) A Tl'aide d’une intégration par parties, montrer que pour tout entier naturel n > 1 :

2n+1
lLhga=1———
i (n+1)!
) i 9 2 22 2"
4) Démontrer par récurrence que e = 1 + T + o1 +eo =t I,.
2n

5) On pose, pour tout entier naturel n > 1, u,, = e
n!

u 1
(a) Calculer UaR " prouver que pour tout entier naturel n > 3, u,11 < 2 Un-

n

1 n—3
(b) En déduire que pour tout entier naturel n > 3, 0 < u,, < us (5) )
6) En déduire la limite de la suite (u,) puis celle de la suite (1,,).

7) Justifier enfin que :
o (1.2, 2 g
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