Corrigé du devoir surveillé n°7
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Exercice 1 : calculs d’intégrales

1) (a) tan est dérivable sur [0;7/4], et sa dérivée est z — 1+ tan® z, ce qui nous arrange assez peu, ou x —

ce qui semble beaucoup plus intéressant.
(b) D’apreés ce qui précéde, tan est une primitive de z +— ——— sur [0;7/4], donc :
os? z
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est dérivable sur [0;7/4] en tant que quotient de fonctions dérivables, le dénominateur ne
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s’annulant pas sur cet intervalle. On a :
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—, en utilisant la linéarité de 'intégrale :

(b) Intégrons la relation précédente entre 0 et
d T/ d
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On a donc, en vertu du fait qu'une primitive de f’ sur [0;7/4] est ... f, bien-str
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Ainsi : -
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Exercice 2 : complexes et géométrie
1) (a) L’écriture complexe de r est r (z) = 5 2
(b) On a donc :
2n 2w _yem  ym
zo=¢€e"3zg=¢€"3e "6 =¢ s
(¢c) On a:
5 3 1
zgp =1 X% (cos (_6) + 7sin (_6)> = —g —i=
1
et zc=1x (cos (77> + ¢sin (fﬁ)) = @ — 1=
6 2
(d) Voir la figure a la fin de I’énoncé.
2) (a) D’apres le cours, l'affixe de D est :
1 1 3 1 3 1
(224 — 28 + 220) = 5 <2i+\2f+i2+\/§—i> . g+§i

S
(b) |zal = |2zB| = |zc| = |zp| =1, donc A, B, C et D sont sur le cercle de centre O et de rayon 1.



3) (a) D’apresle cours, on a: h(z) —z4 =2(2 —z4),s0it : h(2) =i +2(z —i) =2z — 1.

(b) E, image' de D par 'homothétie h, a pour affixe :

2p=22p—i=V3+i—i=V3

(b) On a d’une part
2D — EC| _ =1
ZE — 2C

lzg — z¢|, i.e. CD = CE. CDE est donc isocéle en C.
D ZC) = arg (ei%) = g, donc ’angle DCE a pour mesure g

donc |zp — z¢| =
CDE est donc un

z
D’autre part, arg (
ZE — ZC

triangle équilatéral.

Exercice 3 : une expression numérique de e?

2

1) Pour calculer I, il faut trouver une primitive de x — (2 — x) e”. Pour cela, intégrons par parties :

1 2 2
Ilzﬁ (2—x)nexdm:[(2—x)e'”]g+/ e’ dx
: 0
=24l =e2-3
2) On voit que, pour tout = € [0;2], 0 < 2 —x < 2, donc, pour tout n > 1, 0 < (2 — z)" < 2". En multipliant par
€T
— (positif), et en intégrant entre 0 et 2, on obtient :

2 2
Oz/degln:/ —(2—1)"e"dx < /—Q"ezdx——[z]Q——'(e—l)
0 O n.

L’intégration par parties devrait fonctionner de la méme fagon ici :
2n+1

2 2
1 n+1 1 nt1 ]2, n+1 / 1 n
+1 /0 BT e de = (2-2) e]0+(n+1)! (2o etde CE]

ce qui avait été oublié dans I’énoncé, j’espére que cela ne vous a pas trop géné !
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4) On a vu que I; = e¢* — 3, ce qui peut s’écrire e? = 14+ =~ + I;.

1!
2 2 2 2" : . : .
Supposons que e~ =1+ i + o1 +o+ =+ I,, pour un certain entier n. On a vu dans la question précédente
gnt1 U ! n!
Iy1=1,— ——,dou:
que Ip41 n T 1)!, ou
2 1+2+22+ + 2 i +1
e” = J— J— o _ -
12 n (n+1
2’ﬂ
5) On pose, pour tout entier naturel n > 1, u,, = -
n!
2n+1
(a) Up+1  (nFl) 2ntln) 2
a = ™ = = .
U, 2 27 (n+1)! n+1
. U 2 2 1
Sin > 3, on a donc Z:l :n+1 gzzi.
1\33
(b) On a us < us <2> . La relation est donc vraie pour n = 3.

2 2 2
encore vraie pour n + 1. Le principe de récurrence s’occupe du reste.

1 NN 1
Supposons la vraie pour un certain n > 3. On a alors : uy4+1 < up= < usg <> X —, et la relation est

1 n—3
6) On a, pour tout n > 3, 0 < u, < ug <2> . Les deux extrémités de cet encadrement ont pour limite 0 lorsque

n tend vers l'infini. On en déduit que (u,) converge, et que sa limite est 0.

271
De0<I, < — (62 — 1) = (62 — 1) Up, on déduit alors que (I,,) a aussi pour limite 0.

n!
7) On a donc :
2 22 2n 9
1+ﬁ+§++m=6 —In
et au vude lim I, =0, on a bien :
i 14 2 22 2",
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ce qui fournit un moyen numérique de calculer €2, moyen qui est d’ailleurs utilisé dans les calculatrices et les
ordinateurs.



