DS n°1 : nombres complexes, comportement asymptotique des
fonctions

I - 1°) Résoudre dans C I'équation 2 + (1 - \/§> z—V3=0.

1
2°) a) Résoudre I'équation z* + z +1 = 0. En déduire les solutions de 1’équation z + — = —1.
z

1
b) Résoudre I'équation 22—v/32z+1 = 0. En déduire les solutions de 'équation z+= = v/3.
z
3°) Soit f(2) = 21 + (1—\/3) 24 <2—\/§>z2+ (1—\/§>z+1.

a) Montrer que si f (z) =0 (avec z # 0), alors f (1) = 0.

2
b) Montrer que pour tout z # 0, fz(j) = (z + l) + (1 — \/5) (z + 1) — /3.

z z
¢) En déduire les solutions de I’équation f (z) = 0 dans C.

IT - On considére un complexe u différent de 1, de module 1.
1°) Citer deux méthodes pour montrer qu’un nombre complexe est réel.

1
2°) Montrer que — = u.
u

3°) Montrer que pour tout complexe z € C, S
—u
3z2 -2z —1
IIT - On considére la fonction f définie par f (z) = ﬁ

10
20

Déterminer son ensemble de définition ;.

Déterminer les limites de f en +00 et —oo. Que peut-on en déduire ?

)
)

3°) A priori, combien d’asymptotes verticales peut-on envisager 7

4°) Déterminer les limites de f en % a gauche et a droite. Qu’en déduit-on ?
)

5°) Quel est le probléme posé par la limite en 1 ? A I’aide de votre calculatrice, que pouvez-vous
conjecturer quant-a la limite de fen 17

3 1
6°) Montrer que pour tout z € %y, f (z) = 2x + T
x J—

7°) En déduire la limite de f en 1.

sin 3z

IV - a) Etudier la limite de lorsque = tend vers 0.

sin 5x
b) Etudier la limite de v422 — x 4+ 1 — x lorsque z tend vers +oo.



Corrigé du DS n°1 : nombres complexes, comportement
asymptotique des fonctions

2 2
[- 1°) Le discriminant est A = (1 - \/3) 14V3 =1-2V34344V3 = 142V3+3 = (1 + \/§> .

Les solutions de 1’équation 22 + (1 — \/§> z — /3 =0 sont donc

VB4V TV (1 VE)
2 2 2

-3

21

2°) a) Le discriminant est ici —3. L’équation z* + z + 1 = 0 a donc deux racines complexes

conjuguées :
. —1—iV3 , —1+iV3
p=—— et zg=—-——
2 2
. . ) . 1 .
Ce sont aussi les solutions de ’équation z + — = —1, puisque
z
1 2 1 2 =
ORI P e sy N (E R
z z z2#0

b) Ici, le discriminant est —1, on trouve deux nouvelles racines complexes conjuguées :

25 = 5 et 2z} 5

1
qui sont aussi les solutions de 'équation z + — = /3.
z

3°) a) Supposons f (z) =0. On a alors :

FO=0"+(1-v8) () + (2-v8) () + (1-v3) (1) +1

=§<1+<1—\/§)z+(2—\/§)z2+<1—\/§>23—|—z4)
f(2)

24

=0

Ceci provient, comme on le voit, du caractére “symétrique” des coefficients du polynéme

b) Comme toujours, il suffit de choisir le terme duquel on part :

(z+ 1>2+<1 — \/§) (z+ %)—\/5— 22—|—2—|—$—|—<1 —~ \/§) z+<1 - \/§> %_\/§— 1)

V4 22

c) L’équation f(z) = 0 n’a pas pour solution 0, elle est donc équivalente a 1’équation

/ (j ) = (0. Cette nouvelle équation s’écrit, d’aprés ce qui précéde, par “changement
z
d’inconnue” :
2 _ _ _ 1.
f(f)zo Z+(1 \/§>Z V3=0 Ze{ 1,\/3}
z Z=z+1 Z=z+1
z+ % =—1
<~ ou

—144V/3 —1—iv3 V3—i V3+i
<—— 2 €& 9 ; 7 ; 7 ; 5



IT - 1°) Un nombre complexe est réel si
e sa partie imaginaire est nulle,
e il est égal & son conjugué.
1 u u
2°) — = — = —5 = u puisque |u| = 1 par hypothése.
w@ Jul

u
3°) Utilisons le deuxiéme critére ci-dessus :

Z—uz Z—Uuz zZ—

l—uw  1-u 1-1 " wu-1  1-u

—Uuz

Z 2’
donc est réel pour tout complexe z.

III - 1°) Le dénominateur 22% — 3z + 1 se factorise comme suit :
2 2
2t =3r+1=2(~Jr+ 1) =2((-3"- (1)) =26-1) (-}
Ainsi, 7 :}—oo;%[u]%;l[u]lﬁ—oo[: [R\{%;l}.
2°) On trouve rapidement, par application du théoréme sur la limite d’une fonction rationnelle

en +oo :
3x2 —2x—1 322 3

lim f(x)=

im ————— = lim
z—+00 a—+o0 202 —3r +1  a—to0 222 2
et de méme lim f(z)=3.
T——0Q
On en déduit que la courbe représentative de f admet une asymptote horizontale d’équation
y:%en+ooeten—oo.

3°) f n’est pas définie en % et en 1, on peut donc a prior: s’attendre a la présence de deux
asymptotes verticales a la courbe de f.

5, et est de signe positif & gauche, et négatif a droite de %
le numérateur admet pour limite —%. On en déduit :

4°) Le dénominateur s’annule en 2

li =— t i =
A, F(e) = oo et I, Fw) = o
x<1/2 z>1/2

1

La courbe représentative de f admet donc une asymptote verticale d’équation x = 3.

5°) Le dénominateur s’annule en 1... et le numérateur aussi | On “tombe” donc sur la forme
indéterminée % lorsqu’on cherche la limite de f en 1.

Y

N

On constate sur le graphique ’absence de branche infinie au voisinage de 1.



6°) Le fait que le numérateur s’annule en 1 indique la présence d’un facteur (x — 1), qui va
compenser celui présent au dénominateur.

Ainsi, pour tout x € Z; :

(z+3)(@—1) 3z+1
f(:L‘):Q( 1 - —
r—3)(z—-1) 2z-1
7°) On en déduit :
1
iy (0=l o =

ce qui confirme ’absence de branche infinie en 1.

sinx
IV - a) On va utiliser la limite classique : lirr(l) = (. Par composition, on a donc :
T— T
sin 3x sin 3z sin X
lim = lim 3 =3 lim =3
x—0 €x r—0 3.7} X—0

sin bx

et de méme lim
z—0 x

= 5. Or, pour tout = # 0 :
sin 3z

sin 3x .

sin by ~ sinsz
xT

Le numérateur a pour limite 3, le dénominateur pour limite 5, donc par application du
théoréme de limite d’un quotient :
. sindx 3
lim — = -
z—0sindr 5

b) Attention & ne pas identifier trop rapidement cet exercice avec un exercice de recherche
d’une asymptote a la fonction x — v4x? —x + 1. Les calculs sont ici bien plus simples,
parce que V4xr?2 —x + 1 et x ne tendent pas vers +oo a la méme “vitesse”. Factorisons
simplement z* dans le radical (en supposant > 0, ce qui est possible puisqu’on cherche la
limite en 400 :

Vdzr? —z+1—a = x2(4—§+w—12)—x:x( 4—%—1—%—1)

xT

Or, par composition de limites :

donc
lim /4-14+5-1=1

T—-+00

et ligl xr = 4o00. D’aprés le théoréme sur la limite d’un produit, on en déduit :
T—>1T00

lim V422 —2+1—2 =+

r——400



