Corrigé du bac blanc 2010

Exercice 1 : Analyse

PARTIE A

1) (a) wpt1 — Wy = (V41 — Unt1) — (U — Up) = (Vnt1 — Vn) — (Unt+1 — up). Or par hypothése (v,,) est décrois-
sante, donc v,4+1 — v, < 0, et (uy,) est croissante, donc w, 1 — up = 0.
Ainsi, w41 —w, <0, 1e. (wy,)est décroissante’. Or une suite décroissante de limite nulle est nécessairement
A termes positifs ou nulles. Ainsi, pour tout n € N, v, — u,, > 0, donc v, > u,,.

(b) On a donc pour tout n € N : ug < up, < v, < vg. D'ou :
e (uy) est croissante et majorée par vy, elle est donc convergente,
e (v,) est décroissante et minorée par uo, elle est donc aussi convergente.

(c) Soit ¢ la limite de la suite (uy,), et £ la limite de la suite (v,). De lim w, = 0, on déduit : £ —¢" = 0, donc
n—00

les suites (u,) et (vy,) ont bien méme limite.

2) On considére les suites (uy) et (v,,) définies sur N par :

B Z" L_, 1.1 1 B 1
k=0
. " 1 .
(a) Il est clair que pour tout n € N*, w41 — up, = m > 0, donc (u,) est croissante.
n !

Si maintenant n > 2,

Upt1 — Up = (unH + ﬁ) - (un + %) = (Unt1 — Un) + (ﬁ - %)

2 L_1-n
Cn+D)! ol (n+1)! T

donc (vy,) est décroissante.
1 n—o0 . .

(b) vy —uy = P 0, donc les suites (uy,) et (vy,) sont adjacentes.
Elles convergent donc toutes deux vers une méme limite.

(c) Si/ est la limite commune aux deux suites (u,,) et (vy,), on sait que pour tout n € N*, on a : u, < £ < vy,.
On obtient ainsi un encadrement de ¢, de plus en plus précis au fur et & mesure que n augmente, et cette
précision augmente ici trés rapidement puisque v, — u, = # tend tres vite vers 0.

On trouve & la calculette : ug ~ 2,71827 (4 1075 prés par défaut) et vg ~ 2,71831 (4 10™° prés par excés).
Ainsi :
2,71827 < ug < £ < vg < 2,71831

2,7183 est donc une valeur approchée a 10™% prés de £.

PARTIE B

1) (a) g est dérivable sur [0;1], et :

2 n

n—1 n
"(p) = —e 7 oy —z IR RS
g () = —e (1+$+2!+ +n!)+e (O—l—l—i—x-ﬁ- +(n1)!>— e

Ainsi, ¢’ est négative sur [0;1], donc g y est décroissante.
(b) De la méme fagon, h est dérivable sur [0;1], et

n xn—l e—mxn—l

W (z)=4¢ () — e_z% +e® D) =— (n —2z)

et comme z € [0;1] et n > 2, n — 2z > 0 et I est positive sur [0;1], donc h y est croissante.

!Plus simplement, on peut dire que (ws,) est la somme de deux suites croissantes, (vn) et (—un) (c’est d’ailleurs pour cela que le calcul
précédent fonctionne).



(¢) Voici les tableaux de variations de g et h sur [0;1] :

g @) - W(z) +

1
T h(x)l/

(d) On déduit de ces tableau de variations que :

9(1) <g(0)=1=h(0)<h(1)

2) La relation précédente s’écrit :
1 1 1 1 1 1 2
DN=el(l+—4 4. )<l<e(l+-+—_—4...0— 1+ 2)V=h(1
gl =¢ (+1!+2!+ +n!) ¢ (+1!+2!+ +(n1)!+n!) (1)
d’ott en multipliant par e

_q 1 1 1 1 1 1 1 2
Uy = +ﬁ+a+"'+a<e< +ﬁ+a+"'+(n_1)!+a—vn

3) (un) est croissante et majorée par e, donc £ < e. D’autre part, (v,) est décroissante et minorée par e, donc £ > e.

Ainsi, la limite commune aux deux suites (u,) et (v,) est e, ce qu’on peut écrire :

=1
GZZE
k=0

Exercice 2 (obligatoire) : complexes

1) |Z| =1 équivaut a |z — (1 — ¢)| = |z — 1], soit encore M A = M B. L’ensemble & des points M du plan tels que
|Z] =1 est donc bien la médiatrice du segment [AB].

2) (a) Ona:
Zﬁz+iy71+ii(x71)+i(y+1)
 x+iy—1  (z—1)+iy
(-l +) (1) —iy)
((z = 1) +iy) ((z = 1) —iy)
@14yt ) - )= @@= 1)y)
(x — 1) +y2
I Ul ) Rt Sk Gl
(x—1)" +y?
donc
Re(z)= @V HWHS) =% g 2oL
(x—1)"+y? (x—1)" +y?

(b) Z est réel si et seulement si Im (Z) = 0, soit siz —1 =0 et (z —1)* 43> # 0.
L’ensemble des z tels que Z est réel est donc la droite verticale d’équation z = 1, privée du point A.
2
1 1
(¢) Z est imaginaire pur si et seulement si Re (Z) = 0, soit si (z — 1)+ (y + 5) 1= Oet (x—1)°+4%#0.

La premiére équation est celle du cercle de centre €2 d’affixe 1 — £ (milieu de [AB]) et de rayon 1. La
deuxiéme équation exclue le point A.

z—1+1

3) (a) On verifie facilement : (Z —1)(z—1) = < po—

—1> (z—=1)=(2—1+14) —(2—1) =1.



(b) Prenant le module de la relation précédente, on obtient :

1
|1Z —1||z =1 =i] = AM'AM =1 < AM/ZW
Prenant maintenant ’argument des deux membres, on obtient :
arg(Z — 1)+ arg(z — 1) = arg (¢) (mod 27)
= (U;AM’) + (U;M) = g (mod 27)
— (U;AM’) = g — (U;W) (mod 27)
(c) Si AM =2et (U; W) = % (mod 27), alors d’aprés ce qui précéde,
am =L -1 et (U'AM') I (ﬂ’m) =z (mod 27)

CAM 2 ’ 2 ’ E

1
M’ se trouve donc sur le cercle de centre A et de rayon 3’ et sur la demi-droite symétrique de la demi-droite

[AM) par rapport & la droite A, paralléle & la premiére diagonale passant par A.

Exercice 2 (spécialité) : Arithmétique

1) Notons &, l'assertion : x,, = ontl 41,

2)

e 1o=3=2"4+1, donc &, est vraie ;

e supposons &, vraie ; alors x,41 = 2z, — 1 =2 (27”r1 + 1) —1=2""241 donc P41 est encore vraie.

P, est donc fondée et héréditaire, elle est donc vraie pour tout n € N.

()

Calculons directement le pged de z,, et z,11 a l'aide de la relation trouvée ci-dessus :

pged (5, Tny1) = pged (2772 + 1,271 +1) = pged ((2772 +1) — (2" + 1), 2"t + 1)
= pged (2771, 2" 1) = pged (2711, 2" + 1 — 271
=pged (2”71, 1) =1

Autre méthode : en remarquant que la relation de récurrence x,, 1 = 2z, —1 peut se réécrire 2z, —x,+1 = 1,
on découvre une relation de Bézout qui démontre que x,, et x,,1 sont premiers entre eux.

Ceci répond en méme temps aux deux questions : le PGCD de zg et xg, celui de zo919 et x2911 et plus
généralement celui de z,, et x,41 est toujours égal a 1.

On peut relire ce qui précede sous la forme : x,, et x,, 41 sont premiers entre eux pour tout entier naturel n.
Notons 2,, I'assertion : 2z, — y, = 5.
e 219 —yo=6—1=0>5, donc 2y est vraie ;

e supposons Z,, vraie ; alors

241 —Ynt1 =222, — 1) — 2yn+3)=22xy, —yn) —5=2%x5-5=5

On a donc : y, = 2z, — 5, d’ou d’aprés la premiére question : y, = 2 (2"+1 + 1) —5=2""2_3.
En observant les premiers restes modulo 5 des puissances de 2 :

P 0111213
2 (mod5) || 1]2]4|3]1

Ainsi, le reste de la division euclidienne de 2P par 5 est égale au reste de la division euclidienne de 2" par
5, r étant le reste de la division euclidienne de p par 4 :

2P =240+ = (24)7 2" = 2" (mod 5)

Le PGCD d,, x, et y, divise z,, et y,, donc aussi 2x,, — y, = 5. Ainsi, d, =1 ou d, = 5.
D’apres le tableau précédent, les restes possibles modulo 5 de z,, sont

p 0[1]2]3]4
2P 1 41 (mod5) |30 [4]2]3




Ainsi x,, n’est divisible par 5 que lorsque n est congru & 1 modulo 4, auquel cas y,, = 2z, — 5 est aussi
divisible par 5. Dans ce cas, le PGCD de z,, et y,, est 5.

Dans tous les autres cas, le PGCD de x,, et y, est égal & 1, i.e. x,, et y, sont premiers entre eux.

Pour résumer : x, et y, sont premiers entre eux si et seulement si n n’est pas congru & 1 modulo 4.

Exercice 3 : ( points)

1) Les cotés du triangle BDE sont des diagonales des faces du cube, ils sont donc tous de longueur V2. Le triangle
BDEFE est donc équilatéral.

2)

(a)

(b)

BT.ED = (BA + AT) .ED = BAED + AT.ED.

Or BA est orthogonal au plan (ADE), donc a tous ses vecteurs. Ainsi BA.ED = 0.

D’autre part T est le projeté orthogonal de A sur (BDFE), donc AT est orthogonal a tous les vecteurs de
(BDE), et en particulier AT.ED = 0.

Finalement, BT.ED = 0. On en déduit que les droites (BT) et (ED) sont perpendiculaires.

En écrivant de méme ET sous la forme EA + AT , on démontre que ET.BD = 0, et donc que les droites
(ET) et (BD) sont orthogonales.

(BT) est donc la hauteur issue de B du triangle BDE, de méme que (ET) en est la hauteur issue de E.
T, point de concours de deux hauteurs de ce triangle, en est donc l'orthocentre (c’est aussi son centre de
gravité, son orthocentre et le centre de son cercle circonscrit car BDE est équilatéral).

a2

3 3
L’aire d’un triangle équilatéral de coté a est . Comme BDE a pour coté \/5, son aire est, %

En considérant le tétraédre ABDE comme une pyramide de base ABD et de hauteur AF, son volume est
égal a
x1=

3 x o (ABD) x AE = 1 x

11 1

372 6

On peut aussi considérer le tétraédre comme ayant BDE pour base et AT pour hauteur (rappelons que
(AT) est orthogonale & (BDFE)), donc son volume est

1 x o (BDE) x AT = Y3 AT

1
On en déduit que : AT = —.

V3
Dans le repére (A;E, E, E), les coordonnées de B, D et E sont respectivement (1,0,0), (0,1,0) et
(0,0,1).
On peut trouver une équation du plan (BDFE) en en cherchant un vecteur normal (qui doit étre orthogonal

a deux vecteurs de ce plan, par exemple BD et B‘E), mais il est plus simple ici de chercher directement une
équation de la forme ax + by 4+ cz +d = 0.

De B € (BDE),ontire a+d=0,de D € (BDE),b+d=0¢t de E € (BDE), ¢c+d = 0. Ainsi le choix
d’une des constantes conditionne celui des trois autres, et on voit qu’on peut prendre comme équation :
r+y+z—1=0.

0+0+0-1 1
La distance de A au plan (BDE) est alors : d(A, (BDE)) = 0+0+0-1Y =

P+r2+12 3

Exercice 4 : Probabilités

1) Mise en évidence d’une relation de récurrence

(a)

Il y a clairement équiprobabilité lors des tirages (on tire “au hasard”), donc la probabilité de tirer une boule
verte & chaque tirage est simplement égale au nombre de boules vertes sur le nombre total de boules dans

2
le sac. Ainsi, p (E1) = 5
D’autre part,

3
e si Fj s’est réalisé, il y a 3 boules vertes et 2 boules jaunes dans le sac Sz, donc pg, (Es) = R



e alors que si E; ne s’est pas réalisé, il y a 2 boules vertes et 3 boules jaunes dans le sac S3, donc

2
pr (B2) = ¢
D’aprés la loi des probabilités totales, on en déduit :
— 2 3 3 2 12
Es) =p(E) .pE, (E E)pe(Ey) ==X =4 = x == —
p(E2) = p(E1) pE, (E2) +p (Er) pg; (E2) EXEtEXE=3¢
(b) Examinons ce qui se passe aux n-éme et (n + 1)-éme tirages :
/g En+1
E,
p(E'") \
% En+1
% En+1
1=p(E.) /
En\
% En+1
On visualise ainsi la relation :
— 3 2 1 2
P (Ent1) = p(En) pE, (Bng1) +p (En) g (Bng) = 52 (Bn) + 2 (L=p(En)) = gp(En) + ¢

2) Etude d’une suite

On reconnait dans cette suite la relation de récurrence vérifiée par la suite (p (Ey)),,cp-

(a) Notons &2, l'assertion : “u, > %”.

uy = %, donc &?; est vraie. Supposons &2, vraie pour un certain n > 1. Alors :

1

12 10
Un+1 = gun + = -

X =—>—=
25 7 25

N 2
5

(S8l V)
(S8 V)

(S8 )
o] =

>

donc &, 41 est encore vraie.
P, est fondée et héréditaire, elle est donc vraie pour tout n > 1.

(b) La suite (yin),,, vérifie la relation de récurrence :

1 1 1

1 1
Hn+1+§3<ﬂn+§>+ggﬂn+§

1
soit : ppy1 = gun. (fn),, est donc une suite géométrique, de raison r = % et de premier terme p; =
1 1

U1 3= g
1 /1\"" 1
1 B 1 B
(¢) On en déduit que pour tout n > 1, p,, = p.7"" " = T <5> = 5en-
. 1 1
Ainsi, pour tout n > 1, u, = pp + 5=3 " 35

3) Ewvolution des probabilités p (E,)

1
La suite ((%)n)n est décroissante, de limite nulle, donc (u,),, est croissante, de limite 7



