Développements limités, développements asymptotiques

[. PRATIQUE DES DEVELOPPEMENTS

1) Pour chacune des fonctions f suivantes, déterminer (s’il existe !) le développement limité a I'ordre
indiqué au voisinage du point indiqué entre parenthéses :

@ 1) =, 4 0 [
O f (@) =In /=04 (40)

(b) f(z)=+'tanz, 3 (%
(©) f(x)=Arct ,/ 2 g
rc tan @ f(z) :/ \/l—iit‘l’ 10 (0, puis + o0)

d f(x)= Arcster ( )
(€) f(z) = Arctan(2sinz), 3 (%)

Bl

(h) f(z)=(1+sinz)=, 4 (0).

2) Partie principale de la fonction f au voisinage du point indiqué entre parenthéses (dans I'échelle

des fonctions puissances) :

(@ f(z)=a" _Axa,t(a) 1 (c) f(z)=Arcsinz — figzz, (0)
[b) f (l‘) =In L@H (+OO) - . cotan 2z
Arctanx ’ (@) f(z)= (cosz) -1, (0).

3) Trois méthodes pour un DL
(@) Former un DL;3 (0) de tanx = ST
COS ™

(b) En exploitant le fait que tan (Arc tanx) = x, prolonger ce DL a l'ordre 5.
(c) En remarquant que tan’ (z) = 1 + tan® z, prolonger ce DL a l'ordre 7.

n

4) Développement asymptotique de u,, = — E k! en co a la précision #
n
k=0

5) Trouver le polynéme P tel que I'équivalent en oo de u, = (n® + n? —3n + 1) V3P (n) soit le plus

négligeable possible.

II. CALCULS DE LIMITES

1) Calculer les limites suivantes :

2 1 T 4 pw
1. _ . a +b T
* 250 (Sin2l‘ 1—cosx> ° il_%( B
o lim (2 —x)™ 7, e lim {{q’/x3+ax2+2—\‘°’/w3+1]/
x—2 T—+00
1

si0<z< §etg(0) 0.

At o - [0 == -
2) Ondeﬁmtg.[Oaz]*RparQ(x) r sinz

Montrer que ¢ est continue sur [0, g] puis que ¢’ existe et est continue sur |0, g].

3) Déterminer « et b pour que hm <1(—1~_ix) — % — b) =0.



Bl

4) Donner le développement limité a I'ordre 3 au voisinage de O de f (z) = (1 + x)=.

5) On pose ¢ (z) = 2 TF,
Prolonger ¢ par continuité en 1, préciser ¢’ (1) ainsi que I'équation de la tangente en 1.

1
6) Déterminer les asymptotes a la courbe de la fonction f (z) = lorsque z tend

z[V1+22sin i — 1]

x

vers +oo.

III. DEVELOPPEMENTS IMPLICITES, SUITES...

1) (a) Montrer que, pour tout entier naturel n, 'équation 2"e¢” = 1 admet une unique racine positive
qu’on notera z,.

(b) Trouver lim z,.
n—00
(c) Déterminer un développement limité a la précision # de z,,.
2) (a) Montrer que, pour tout n € N, 'équation tanx = z admet une unique solution notée z,, dans
lintervalle |—Z + nn, Z + nn|.
(b) Déterminer un équivalent de z,,.
(c) Déterminer un développement asymptotique a trois termes de z,,.

3) Soit (u,,) la suite définie par u, €]0, 1[, et la relation de récurrence u, 1 = u, — u>.

(a) Montrer que la suite (u,) est de limite nulle, et donner un équivalent de w,, lorsque n tend
Vers oo.

1
(b) Montrer qu’il existe un réel A telque : — =n+Inn+ A+ o(1).
Un,

IV. UTILISATION DES DL POUR ETABLIR LES FORMULES DE NEWTON

Soit P (z) = apz™ + an_12" "1 + .-« 4 a1z + ap un polynéme ayant des racines z1, zs,. .. ,z, distinctes ou
confondues dans R ou C mais toutes différentes de O.
On pose :

o1 =21+ -+ Tn

09 = E Tij

i<j

Ok — E L1 Ljg « o« Ty,

1 <tg<-<ip

Op = X122 Tn

1) En écrivant P (2) = apaz" + ap_12" '+ -+ a12 + ag = an (x — 21) (x — 22) - - (x — x,,), calculer o}, en
fonction de a,,_; et de a,,.

P(2)

2) Que vaut Plo)

/

P
3) Trouver un développement asymptotique en +oco de 5 a un ordre m quelconque.

4) Par identification, trouver des relations de récurrence permettant de calculer les sommes de

n
Newton v, = E z¥ en fonction des oy.
=1

5) Appliquer ces formules pour obtenir 2} + 3 + x5 + 23 4 3 en fonction de o1, o5 et o3.



