Formes quadratiques, espaces préhilbertiens réels

I. FORMES QUADRATIQUES

1) Soit A € 9, (R), et Q = 'A x A. On considére la forme quadratique @ représentée par  dans la base
canonique. Montrer que @ est positive, et qu’elle est définie positive si et seulement si A est inversible.

2) Déterminer si les formes suivantes sont positives, définies positives :
@ a (z,y) =(1—A)z®+2uzy+ (1+A)y°
) g2 (v,y,2) = 2> +y? + 22 (xcosa + ysina)
© g3 (z,y,2,t) = 2% + 3y* + 42% + t* + 22y + at.
3) (a) Soit fi, fa,..., f» des fonctions continues de carrés intégrables sur l'intervalle /. On pose a;; =
fifj. Montrer que la matrice (a; ;). . est positive, et définie positive si et seulement si la famille
I

,J
(f1,..., fn) est libre.

(b) Montrer que si A, ..., \, sont des réels strictement positifs distincts, la matrice H = (h; ;), <i<n de

terme général h; ; = est définie positive.

1
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4) Soit ¢ une forme quadratique sur 2, (C) telle que pour tout couple (A, B) € (M5(C))?, ¢ (AB) = q(A) ¢ (B).
Que dire de ¢ ?

II. ESPACES PREHILBERTIENS REELS

1) Dans chacun des cas suivants, trouver les conditions pour que ¢ soit un produit scalaire sur £ :

e E=R ¢((z,y),(«,y)) = aza’ + byy + c(zy’ +2'y) ;

o E=R[X]. ¢(P,Q) =Y P™(0)Q™ (0), puis ¢ (P,Q) = > W ;
n=0 ne0 .

o B={(@n)nen € R, Y 22 < 400 @ (@a) (yn) = D @y
n=0

e E=M,(R), ¢ (A, B) = tr ‘AB ; déterminer une base de M, (R) orthonormée pour ¢.

2) Soit (e, ..., e,) une famille de vecteurs unitaires d'un espace préhilbertien réel E telle que

n

(Vo € B) [z|* = {ei,z)”

i=1
Montrer que (eq,...,e,) est une base orthonormée de FE.

3) Soit E un espace préhilbertien réel E, et f,g: E — E telles que : (V(z,y) € E®) (f (2),y) = (z, f (v)).
Montrer que f et g sont linéaires.

4) Orthogonal de I’ensemble des fonctions polynomiales
b
On munit E = %° ([a,b],R) du produit scalaire (f,g) = / fg. On note F' le sous-espace vectoriel de E
formé des fonctions polynomiales. Montrer que l’orthoggnal de F est réduit a {0}.
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5) (a) Montrer 'existence et l'unicité de A,, € R,[X] tel que : (VP € R,[X]) P(0) = / A, (t) P(t) dt.
0

1
(b) On définit sur R[X] le produit scalaire : (P,Q) = / PQ. Existe-t-il A € R[X] tel que
0

(VP € R[X]) P(0)=(A,P) ?



6) Polynomes de Laguerre
On désigne par FE l'espace vectoriel des fonctions polynomiales a coefficients réels.

+o0

(@) Montrer que ¢ : E X E = R, (P,Q) — P (t)Q (t) e~* dt définit un produit scalaire sur E.
0

(b) Pour k € N, on pose g (z) = 2"e™7, et Ly (z) = %g,(f) (z) (ce sont les polynémes de Laguerre).

i. Montrer que L; est polynomiale, et calculer ses coefficients.

ii. Montrer que si P est de degré strictement inférieur a k£ — 1, alors ¢ (Ly, P) = 0.
k

iii. Montrer que si P = ZaiXi, alors ¢ (Ly, P) = (—1)" klag.
=0
iv. En déduire que la famille (L), ., est orthonormeée.
7) Polynomes orthogonaux

On désigne par E l'espace vectoriel des fonctions polynomiales a coefficients réels. Soit I un intervalle
de R, et p une fonction “fonction convenable” de I dans R**.

On pose, pour P et @Q dans E, (P,Q) = /P t)Q () p (t) dt.
I
(a) Montrer qu’on définit ainsi un produit scalaire sur F.
(b) On applique le procédé d’orthogonalisation de Schmidt a la base canonique (X 1)1 e de F, pour
obtenir (P;),., de polynomes orthogonaux (mais non nécessairement normes).
(c) Montrer que chaque P; est scindé a racines simples sur of.
(d) Trouver \, et u, deux suites réelles telles que P, = (v + \,,) Pr—1 — unPn—o. Vérifier que u,, > 0.
(e) Montrer que les racines de P,_; sont entrelacées dans celles de P,.
8) Projections orthogonales

(@) Soit F un espace euclidien de dimension 4, de base #Z = (e, es, €3, e4) orthonormale. On considére
le sous-espace F' de E d’équations

r+y+z+t=0
T+2y+32+4t=0

Trouver une base orthonormée de F, donner la matrice dans la base % de la projection orthogonale
sur F, et calculer d (e, F).

(b) Soit p un projecteur d’'un espace euclidien £. Montrer les équivalences :

p est un projecteur orthogonal < (Vz € E) ||p(z)| < ||z|| < p est auto-adjoint

9) Distance a un sous-espace

(@) On munit £ = R, [X] du produit scalaire : pour P = Z aXletQ = Z b X', (P,Q) = Z a;b;.
=0 =0 1=0
Soit H = {P € E, P (1) = 0}. Trouver une base orthonormée de H, et calculer d (X, H).
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(b) Calculer min / 2 (Int — at — b)* dt.
(a,b)eR? Jqo

1
(c) Soit n € N*, et f: R" — R définie par f (a1,...,a,) :/ (1+a1x+~~~+ana:")2 dz.
0

i. Montrer que f admet un minimum g,,, atteint en un point unique de R", et calculer ce minimum
(utiliser les déterminants de Gram).

1
ii. Soit E = ¢°([0,1],R) muni du produit scalaire (f, g) = / fg.
0

Pour k € N, soit e, la fonction ¢ — t*. Prouver que l'orthonormalisée de (ey), ., €St (Hy)ycp, OO
k

d
Hy (t) = )\k@ (t’“ (1- t)k), Ar et Hy, (0) étant a préciser.

iii. Soit E,, le sous-espace de FE engendré par (eq,...,e,), et H, celui engendré par (ay,...,a,).

Prouver que H; N E, = Rg, o g(z) = Z bra”, les by étant définis par I'égalité entre fractions
k=0

(X-1)(X-2)...(X —n) :Z”: by,

X+D)(X+2)...(X+n+1) ZX+k+1

rationnelles :

Retrouver ainsi la valeur de u,,.



III. SUJET D’ETUDE : MATRICES ET DETERMINANTS DE GRAM

Soit E un espace euclidien de dimension n. Pour (z1,...,z;) € E*, on pose :
G (@1, zn) = (0, 25) 1< i €6 G2, o) = det (9 (21, ..., 1))

4 (x1,...,2) et G (x1,...,2) sont respectivement la matrice et le déterminant de Gram du systéme (z;), <<k

1) Montrer que le déterminant de Gram de k vecteurs z1,...,z; ne change pas si 'on ajoute a I'un d’entre
eux une combinaison linéaire des autres.

En déduire que si (z1,...,z;) est lié, alors G (z1,...,z,) = 0.

2) On suppose réciproquement que G (z1,...,z;) = 0. Montrer l'existence de scalaires \q,...,\; non tous
nuls tels que

k
(VZ S Hl,kﬂ) <J)i,2/\jﬂf]‘> =0

En déduire que le systéme (z1,...,z;) est lié.
3) Soit E' = Vect(z1, ..., 1) et ' = (e;),;¢, une base orthonormale de E'.

(@) Montrer que p < k, et que p < k si et seulement si (z1,...,z;) est liée.
(b) Soit A’ € M, ,.(R) la matrice dont les colonnes sont les composantes des vecteurs z; sur la base #’.
Montrer que & (z1,...,2;) = A'A’ et que G (x4, ..., z5) = 0.
(c) En déduire une autre démonstration du résultat démontré aux questions 1) et 2).
4) Quelles sont les matrices et déterminants de Gram d'une famille orthogonale de vecteurs ? d'une famille
orthonormale ? d'une base orthogonale ? d’'une base orthonormale ?
Etudier la réciproque dans chaque cas.

5) On suppose désormais la famille (z;),,,, libre. On applique le procédé d'orthonormalisation de
Schmidt a ce systéme, pour obtenir un nouveau systéme (y;); ;-

Montrer que G (z1,...,25) = G(1.--..ur) = |nl’-..|lyxl|>. En déduire une interprétation simple de
G (x1,.-.,2Tk).

6) Soit £’ un sous-espace vectoriel de E. Soit p la projection orthogonale sur E’. On appelle distance d’un
vecteur y de E a E’ le nombre ||y — p(y)||, noté d (y, E').

(a) Faire une figure pour visualiser ce contexte.
(b) Soit Z' = (e;) 1<icy une base de E’ (pas nécessairement orthogonale). Montrer, en distinguant le

G(e1,...,ekY)

cas y € E' (qui est trivial) etle cas y ¢ E' que d(y,E’) =
G (e, .. ex)

(utiliser la question 5)).

7) Application au calcul explicite des coefficients du procédé de Schmidt
Soit # = (ei),<,<, une base de E. Soit #' = (¢;),,, la base orthonormale obtenue par le procédé de
Schmidt. On note G, = G (ey,...,e) et D, le cofacteur du terme (e;,e) dans ¢ (z1,...,z;), et on écrit
k
D
ek = Y _ oy je;. Montrer que : ay,; = Ik

= VGGt

(Indication : si X}, est la matrice de ¢, dans la base (e, ..., e.), interpréter G, X et ‘X ;.G Xy.)



