TD : les formules d’Euler et de Stirling

I[. LA FORMULE D’EULER

1) Préliminaire

On considére la série de terme général w, = —, ou a est un réel strictement positif. On note
n

Sy = Z wy, sa somme partielle d’ordre n, et R, = Z wy, son reste d’ordre n s’il existe.
k=1 k=n-+1
Indiquer deux méthodes permettant de retrouver le résultat :
1 1
esia>1, R, ~ ——m——, esia=1,5, ~ Inn, ectsia<l, S, ~ 1-a
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2) Développement asymptotique de la série harmonique

n
1
Pour n > 1, on pose o, = — —Inn.

k
k=1

(@) En considérant o,, comme la somme partielle d’'ordre n de la série de terme général u,, = o,—0p_1,
montrer qu’'elle est convergente. Sa limite v ~ 0,577215664 est appelée constante d’Euler.

n
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(b) Montrer que R, = Z Uk~ o En déduire : Z 5= Inn+ v+ o + o(;).

k=n+1 k=1

qu’on consideére comme suite des sommes partielles d'une série E Up.
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On obtient finalement le développement asymptotique : E 7= Inn+v+ o ~ Tan2
n n
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() Onposer, =0, —7— —,
2n

Trouver un équivalent de v,,, en déduire que 7,
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II. LA FORMULE DE STIRLING

Dans cette partie, on recherche un équivalent de n!.
1
1) On considére la suite de terme général S,, = <n + 2) Inn —n —In(n!).

(@) En considérant S, comme la somme partielle d’ordre n de la série de terme général u,,, montrer
qu’elle est convergente.
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(b) Notant L = lim S,, en déduire que n! ~ —prtaeT™,
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2) Nous allons déterminer la constante e~ a 'aide des intégrales de Wallis : (Yn € N) W,, = / sin” x dz.
0
(@) Calculer Wy, Wy, et montrer que pour n > 2, nW,, = (n — 1) W,,_s.
En déduire les valeurs de W5, et Wy, pour p € N.
Wort
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Substituant dans cette relation les valeurs trouvées pour Wy, et Wy, en déduire que

(b) Montrer que pour tout n € N, 0 < W19 < Wy < W,,. En déduire que

2% (p))" il
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(c) En injectant dans cette derniére relation les équivalents de p! et (2p)! trouvés précédemment,
trouver la constante cherchée.

On obtient donc la formule de Stirling : |n! ~ (E)n 27n |.
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