Suites et séries de fonctions

I. MODES DE CONVERGENCE

1) 1= Passage a la limite simple
Parmi les propriétés suivantes, quelles sont celles qui sont stables par convergence simple ?

e croissance (large ou stricte), e continuité,
e périodicité, e dérivabilité.
e existence d'une limite en un point, e convexité,

2) % I’ Soit (f,) une suite de fonctions convergeant uniformément sur [a, b] vers une fonction f, et (z,)
une suite d’éléments de [a,b] convergeant vers z € [a,b]. Montrer que f, (z,) —— f(z) lorsquon
n— 00
suppose f continue, ou bien lorsque 'on suppose toutes les f, continues.
Peut-on se passer de I'hypothése de continuité ? Ou de I’hypothése de convergence uniforme ?

3) Convergence uniforme et continuité uniforme

(a) Montrer que la limite uniforme d'une suite de fonctions uniformément continues est uniformément
continue.

(b) Soit (f,) une suite de fonctions convergeant uniformément vers une fonction f, et g une fonction
uniformément continue.
Montrer que la suite de fonctions (g o f,,) converge uniformément.

4) I’& Soit (P,) une suite de fonctions polynomiales convergeant uniformément sur R vers une fonction
f. Montrer que f est polynomiale.

5) Soit f : R — R une application continue, telle que : (V¢ #0) |f (¢)] < |¢{|]. On pose f; = f, et pour tout
n €N, fuy1=fofn.

Montrer que, pour tout a > 0, la suite de fonctions (f,)
fonction nulle.

nen- converge uniformément sur [—a,a] vers la

6) I'= Convergence uniforme et opérations

(@) Soient (f,) et (g,) deux suites de fonctions convergeant uniformément vers f et g bornées. Montrer
que (fngn) converge uniformément vers fg.

1
(b) Soit f, : R = R,z — z + —. Montrer que (f,) converge uniformément sur R, mais pas (f7).
n
Conclusion ?

7) I= Soit f, : x — ncos” rsinz.

(@) Chercher la limite simple f de la suite de fonctions (f,,).
w/2 w/2
(b) Calculer / fn(t) dt et / f (¢) dt. Que peut-on en déduire ?
0 0

8) % I'= Théorémes de Dini

Soit (f), une suite d’applications continues de [a, b] dans R, convergeant simplement sur [a, b] vers une
fonction f continue.

(@) On suppose chaque f,, croissante sur [a,b]. Montrer que la convergence est uniforme sur [a, b].

(b) On suppose cette fois-ci la suite (f,) croissante, au sens ou (Vn € N) f,, < fn+1. Montrer que la
convergence est ici aussi uniforme sur |[a, b].

9) % I= Orthogonalité a R,,[X]| puis a R[X]
(@) Soit f une fonction continue sur l'intervalle [a,b], et n un entier naturel. On suppose que pour tout
b
ke [0,n], / £t tFdt =o.
a

Montrer que f s’annule au moins n + 1 fois sur |a, b].

b
(b) On suppose maintenant que pour tout k € N, f (t)t*dt = 0. Que peut-on dire de f ?
a



II. ETUDE DE SUITES DE FONCTIONS

1) 1= Soit f, : [0,1] — R l'application définie par f, (0) =1, et f,, (¢) =

1
T site |21 2], pour 1 <p< n.

Montrer que (f,), o, converge simplement vers une application f : [0,1] — R continue ; la convergence
est-elle uniforme ?

2) Etudier la convergence simple, puis uniforme, des suites ( fn)new d'applications définies par :
(@ 1= f,(t) =n% (1 —2)" pour z € [0, 1] (discuter selon les valeurs du réel o) ;

nt2 3

= i > =

(b) fn (1) T 512 0, fn(t)

n

/2
(©) fn (t) =ncos"tsint pour ¢t € [0, Z] (calculer / fn (t) dt);
0

(@) 1= fn(t) = cos (nnt) pour t € R

+1
-2
(e) 1= fp(km)=0pour ke Z, et f, (t) = Srlf;:tt sité¢nZ;
x
= - —_— > .
0 fo(x) ==z, et fri1(x) T ) pour z >0

3) Soit f : RT — R continue, non identiquement nulle, telle que f (0) = 0 et tii?oo f(t) = 0. On pose, pour
t€RT, g, (t) = f(nt) et hy, (t) = f (t/n).
Montrer que les suites (g,,) et (h,) convergent simplement, mais non uniformément, sur R™.

4) = Suites de fonctions polynomes

(@) Soit (f,) la suite de fonctions définies sur R par :
x x\2
fole) =z et (e fon @) =3f(3) 45 (5)

i. Etudier la fonction ¢ +— 3t — 4¢* sur [0, 1].
ii. Montrer que pour tout z € [0,1], 0 < f,, (z) < z.
iii. Montrer que (f,) converge uniformément sur tout segment de R.
On pourra déterminer une suite (a,) telle que pour tout z € [0, 1],
La convergence est-elle uniforme sur R ?

fn (x) —sinz| < a,2°.

(b) Soit (P,) la suite de fonctions polynomiales définies sur [0, 1] par :
1
Py(x)=0 et (YneN) P,y (z) =P, (z)+ 3 (z— P2 (2))

Etudier la convergence simple puis uniforme de (P,) sur [0, 1].

5) % I= Un grand classique !

n—-+o0o n——oo

t\" t\"
(a) Montrer que, pour toutf € R, ona: lim <1 + ) = lim <1 + ) =’
n n

(b) Soit f,, : R — R définie, pour n € N*, par :
fau(t)=¢" — (1 + ;) pour t > —n, et f, (t) = e’ pourt < —n

e Montrer que la restriction de f,, 2 R" est croissante, et en déduire que (f,), converge unifor-
mément vers 0 sur tout intervalle [0, a] (a > 0).

e Montrer que la restriction de f, a R~ est positive, atteint son maximum en un point z,, et que
la suite (z,) admet —2 pour limite.

e Montrer que (f,), converge uniformément sur R™.

6) Suites de solutions d’'une équation différentielle
1 1
Soit y, la solution de I'équation (FE,,) : (1 + n) y' - (2 + n) y' +y = 0 vérifiant y (0) = 0 et ¢/ (0) = 1.
(a) Calculer explicitement y,,.

(b) Déterminer la limite simple y de la suite de fonctions (y,).
(c) Vérifier que y est solution de “I'équation limite” de (E,,), avec les mémes conditions initiales.



III. SUJET D’ETUDE : LE(S) THEOREME(S) DE WEIERSTRASS

1) % I'= Weierstrass avec les polynomes de Bernstein

(@ 1i. Pour tout n € N*, établir I'égalité polynomiale : Z (k —nX)? (Z) XF1-X)""F=nX(1-X).
k=0

ii. Etant donnésn € N*, a e R"" etz € [0,1],onnote: I ={keN/0<k<net |[z— £ >a}.

P . n k n—k 1
Vérifier : Z <k>x (1—-2a) < Thad
kel
(b) i. Soit f une application continue de [0, 1] dans R (ou C). A tout n € N* on associe :

By kzn:-of <Z> <Z)xk 1—az)"*

Montrer que f est limite uniforme sur [0, 1] de la suite d’applications polynémiales (B,,)
ii. En déduire le théoréeme de Weierstrass.

neN*"*

2) Weierstrass avec l'algebre linéaire

Pour z € [—1,1], on considére ®,, (x) = / (1—)" dt et F, (z) =
0

(a) Etudier la suite de fonctions (F},).
(b) En déduire I'existence d'une suite de polynémes convergeant uniformément sur [—1, 1] vers z — |z|.
(c) En déduire une démonstration du théoreme de Weierstrass.

3) Weierstrass a I'aide de la convolution

Une suite (K,,)
Dirac si :

nen d'applications continues positives et a support compact de R dans R* est dite de

(i) (¥n € N) /[RKn(t) dt =1

(7) (Ve >0) (Vo >0) (Ino € N) (Vn > np) 0 < /[R_[_é : K,@)dt<e

Soit alors f : R — R, continue et a support compact. On pose :

(Vz € R) (f*Kn)(x):/[Rf(t)Kn(x—t) dt:/[Rf(:c—t)Kn(t) dt

Prouver que (f * K,) converge uniformément vers f sur R.
Déduire de ce résultat une autre démonstration du théoréme de Weierstrass.

4) Le théoréme de Weierstrass pour les fonctions périodiques
Pour tout entier n > 1 on consideére g,, : R — R définie par :

_ 1sin® (nru)

gn (u) = siueR\Z, etg, (u)=nsiuveZ

n sin? (mu)
n—1
(@ i. Montrer que : (Vu € R) g, (u) =1+ Z 2n=k) cos (2kmu).
n
k=1

1
ii. En déduire la valeur de l'intégrale / gn (u) du.
0

(b) Soit f une application 1-périodique et continue de R dans R. A tout entier n > 1 on associe
l'application f,, : R — R définie par :

(va €R) fn(x)Z/o g (2 — 1) £ (1) dt

i. Montrer que f, est un “polynome trigonométrique”, i.e. qu’il existe des réels o, ;, avec 0 < k <
n — 1, et des réels 3, , avec 1 < k < n —1, tels que, pour toutz € R :

n—1

fn(x) =ano+ Z (aun, k cos (2kmz) + By, 1 sin (2k7mz))
k=1

ii. Montrer que f est limite uniforme sur R de la suite (f,),,cp--



IV. SERIES DE FONCTIONS : MODES DE CONVERGENCE

1) (a) Etudier la convergence simple, uniforme et normale de la série de fonctions an définie par

="

fn(x) = L avecn > letz eR.
(b) Méme question avec f, (z) = g aveen >letzeR.
1
2) 1= Pour n € N et z € [0, +00], on note w,, (z) = ﬁX[n,nH[ (z),ouXr(z)=1sizel, etOsiz¢l.
n

Etudier la convergence simple, uniforme et normale de la série de fonctions Z Up,.
3) I Soit f:[0,1] = R. On pose f, : [0,1] = R, z — 2" f (z).

(a) Condition nécessaire et suffisante sur f pour que la suite de fonctions (f,,) converge uniformément
sur [0, 1].

(b) Montrer que la série de fonctions Z fn converge uniformément sur [0, 1] si et seulement si f (1) =0,
f dérivable en 1 et f' (1) = 0.

V. ETUDE DE FONCTIONS SOMMES DE SERIES DE FONCTIONS

> 1 1 !
1) Soit ¢ (z) = Z ( - ) Justifier I'existence de l'intégrale / ¥ (z) dz, et la calculer.
\n—Toomn +x 0
= 1
2) 1= Pour z > 0, on pose S (z) = Z .

(@) Montrer que S est définie et continue sur R**.
(b) Etudier la monotonie de S.
(c) Donner la limite puis un équivalent de S en +oo.

(d) Déterminer un équivalent de S en 0.

o~ (=D"
3) I= On pose S (t) = E pour t > 0.
= 1+nt

(@) Justifier que S est définie et continue sur |0, +o0].
(b) Etudier la limite de S en +oo.

(c) Etablir que S est de classe ¥ sur |0, +oo].

(d) Déterminer la limite de S en 0.

1
4) Trouver un équivalent en 0 et en +oco de la série de fonction Z sh (o)
>1

5) Pour tout n € N et tout z € R*, on pose f, (r) = th(z +n) — thn.

(a) Etablir la convergence de la série de fonctions Z fn-

o0

(b) Justifier que la fonction somme S = Z f» est continue et strictement croissante sur R*.

n=0
(©) Montrer que : (Vz € R") S(z+1) - S(z) =1—tha.
(d) Etudier la limite de S en +oo.

1 4a—1 i n
t -1
6) (a) Soita >0etb>0. Montrerque/0 1+tbdt:Z(§+2zb'

n=0

— (-1)"
(b) Calculer Z .
= 14 3n



7) Soit f : R — R, lipschitzienne, a > 0 et A €]0, 1[. Existe-t-il F', lipschitzienne sur R, telle que :

(Vz €R) F(z+a)—AF(x) = f(2)

0
8) # Pour z € R, on note § () = v—Ent (z) la partie fractionnaire de z, et, pourn € Netz € R, f, (z) = (nz)

(a) Etudier la série d’applications Z fn-

(b) En notant S la somme de la série Z fn, calculer le saut de S en chaque discontinuité.

VI. DES SERIES DE FONCTIONS HISTORIQUES

1) % = La fonction ( de Riemann

=1
On pose ( (z) = vl
n=1
(a) Montrer que la fonction ¢ est définie et de classe ¥ sur |1, +o0|.
(b) Etudier la monotonie et la convexité de la fonction (.

(c) Déterminer lirf ¢ (z), et un équivalent de ( en 17.
T—>+00
(d) En exploitant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, établir que « — In (¢ (z)) est convexe.

(e) 1i. Pour quels réels z la série Z @x” converge-t-elle ?
ii. Si F(z) = Z %x" montrer que F est continue sur [-1, 1], et de classe €' sur ] —1,1].
n=2

iii. Donner une expression plus simple de F (z).

2) La fonction ( alternée

o'} 00 n—1
Onpose((x):Z% etCl(x):Z%.
n=1 n=1

(a) Montrer que la fonction (; est de classe € sur |0, +oo].
(b) Etablir la relation : (; (z) = (1 —2'%) ( (z) pour tout z > 1.

3) s La fonction de Van Der Waerden
Pour tout ¢ € R, on note (t) = d (t,Z) = ian [t —m].
me

(10"t)
10
Montrer que la série Z u, converge uniformément sur R, et que sa somme f est continue.

(a) A tout n € N on associe l'application u,, : t — de R dans R.

(b) Montrer que f n’est dérivable en aucun point de R.

(c) Montrer que f n’est monotone sur aucun intervalle d’intérieur non vide.




